Тема
МОДЕЛИ И МЕТОДЫ АНАЛИЗА СТАЦИОНАРНЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ
1 Временной ряд как случайный процесс

В эконометрии принято моделировать временной ряд как случайный процесс. Совокупность значений экономических переменных в последовательные дискретные моменты времени t = 1,…, T описывается семейством случайных величин X1, ... , XT, которое называется случайным процессом, при этом t – дискретное время, t  = – ∞…+ ∞.. Конкретная реализация x = (x1, ... , xT )Tr случайного процесса X1, ... , XT, полученная в результате наблюдения за конкретным объектом исследования, называется временным рядом, а {Xt} – порождающим случайный процесс, T – длиной временного ряда.

Замечание. Временной ряд x = (x1,... , xT )Tr также часто неформально называют выборкой. Обычно стоит задача по данному ряду сделать какие-то заключения о свойствах лежащего в его основе случайного процесса, оценить параметры, сделать прогнозы и т. п. В литературе по временным рядам существует некоторая неоднозначность, и иногда временным рядом называют сам случайный процесс {Xt}, t = –∞…+∞, либо его отрезок {xt}, t = 1, ..., T , а иногда статистическую модель, которая порождает данный случайный процесс. В дальнейшем не будем в явном виде посредством особых обозначений различать случайный процесс и его реализацию. 
Временные ряды в отличие от модели данных типа случайная выборка отличаются двумя особенностями: 

1 Значения временного ряда x1, ... , xT не являются независимыми в совокупности; исключение составляет модель временного ряда, описываемая случайным процессом «белого шума». 

2 Значения временного ряда x1, ... , xT не являются одинаково распределенными. 
Наиболее общей моделью временного ряда является совместная функция распределения случайных величин: 
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где 
[image: image2.wmf])

(

1

1

z

F

x

 – частная (маргинальная) функции распределения x1, все остальные функции распределения – условные функции распределения. 
Данная модель сложна для построения, совместная функция распределения обычно не известна. Поэтому используется подход, основанный на теореме Вольда «о представлении», в соответствии с которой любой случайный процесс может быть представлен как композиция двух компонент: линейной комбинации предшествующих значений временного ряда и случайной нерегулярной компоненты.
Такой подход позволяет перейти от оценивания совместной функции распределения к описанию случайного процесса с помощью некоторых моментов распределения, т. е. находим M{xt}, D{xt}, cov{xt, xτ}, t ≠ τ, t, τ = 1, …, T.

Но даже такое упрощение модели не позволяет ее построить по реализации временного ряда, так как число оцениваемых параметров Т + Т + Т(Т – 1)/2 ∼ T2, тогда как длина временного ряда x1, ... , xT равна Т. Для преодоления проблемы введен специальный класс процессов, который объединил стационарные случайные процессы. 
Различают стационарные процессы в узком и широком смысле.
Случайный процесс называется стационарным в узком смысле (строго стационарным), если распределение любого подмножества его значений 
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 для любых моментов времени t1,…, tm ∀ m является неизменной, т. е. если совместная функция распределения 
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 совпадает с совместной функцией распределения 
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 для ∀ t1,…, tm , m, k.
Если m = 1, то любое значение xt, определяемое функцией 
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 не зависит от времени, т. е. 
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, zt, z ∈ ℝ ∀ t. Следовательно, не зависят от времени и моменты данного распределения:

– средний уровень, относительно которого совершают колебания значения данного случайного процесса
M{xt} = μ, 




(2)
– амплитуда колебаний (волатильность) 
D{xt} = 
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Если m = 2, то любые двумерные распределения его значений типа (
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) не изменяются для ∀ t1, t2, k. К свойствам постоянства математического ожидания и дисперсии добавляется свойство независимости от момента отсчета для ковариации:
cov{ xt, xt+k} = φk = M(xt −  μ)(xt+k −  μ)


(4)
где k – лаг между анализируемыми моментами времени.

Из формулы (4) следует, что ковариация между значениями рассматриваемого процесса зависит лишь от лага, на который отстоят друг от друга рассматриваемые моменты.

Если случайный процесс обладает свойствами (2) – (4), то процесс называется стационарным в широком смысле. 

Если хотя бы одно из условий (2) – (4) нарушается, то случайный процесс (временной ряд) – нестационарный.
Замечание. Большая часть экономических и финансовых временных рядов является нестационарными. 

Если значения временного ряда являются гауссовскими в совокупности, т. е. имеют нормальное распределение, то первый начальный и второй центральный моменты полностью описывают данный закон распределения, т. е. {xt}∼NT(μX, σ), μX = μxI. 
Замечание. На практике случайные процессы не являются гауссовскими. 
2 АКФ и ЧФКФ
Для описания стационарных случайных процессов используются автокорреляционная функция (АКФ) и частная автокорреляционная функция (ЧАКФ)
Автоковариационной функцией стационарного процесса называют последовательность автоковариаций {φk = cov{ xt, xt+k}}, k = −  ∞, ..., + ∞, которая характеризует степень линейной зависимости значений случайного процесса, отстоящих друг от друга на лаг k. При k = 0 получаем φ0 = cov{ xt, xt} = D{xt}.
Замечание. Так как автоковариационная функция симметрична относительно нуля: φk = φ−k, то достаточно рассматривать k = 0, 1, 2, 3, ....
Автоковариационная матрица ФT для стационарного ряда x1, …, xT имеет вид:

ФT  = 
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или ФT = φ0 РТ.

Aвтокорреляционной функцией (АКФ) называется последовательность автокорреляций {ρk},  k = −  ∞,...,+ ∞:
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Для стационарного в широком смысле процесса D{xt}.= D{xt – k}, поэтому:
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Замечание. АКФ также симметрична ρk  = ρ– k, поэтому рассматривают k = 0, 1 ,2, … . Причем ρ0  = 1. 
Частной aвтокорреляционной функцией (ЧАКФ) является аналогом частного коэффициента корреляции: 
rk = corr(xt, xt – k | xt–1…xt – k – 1)

где xt – 1 и xt – k – 1 фиксированы.
ЧАКФ характеризует степень линейной зависимости между xt, xt–k  в предположении, что промежуточные значения данного случайного процесса не оказывают влияния на это корреляцию.
Частная автокорреляция k-го порядка определяется как величина φkk , полученная из системы уравнений Юла–Уокера
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 EMBED Equation.3 [image: image24.wmf]÷
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Решение этих уравнений соответственно для k = 1, 2, 3 дает следующие результаты (здесь используется правило Крамера):

φ11 = ρ1, φ22 = 
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 и так далее.
3 Описательные статистики для временных рядов

Среднее и дисперсия временного ряда {xt} t = 1, ..., T, рассчитываются по формулам:
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Выборочная автоковариация k-го порядка равна
φk = cov{ xt, xt+k} = 
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Замечание. В теории временных рядов при расчете дисперсии и ковариаций принято сумму квадратов и, соответственно, произведения делить на T. Это связано с тем, что в таком виде это выражение гарантирует положительную полуопределенность матрицы выборочных автоковариаций ФT :

ФT  = 
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Тогда матрицу ФT можно представить в виде ФT =
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 – диагональная матрица, составленная из центрированных значений ряда  x̂ = xt – x̅:
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Выборочным коэффициентом автокорреляции называется величина

ρk = 
[image: image36.wmf]0
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Выборочный частный коэффициент автокорреляции rk  определяется из системы уравнений Юла–Уокера. 

По аналогии с автоковариациями и автокорреляциями для анализа совместной динамики нескольких рядов можно использовать выборочные кросс-ковариации и кросс-корреляции.

Выборочная кросс-ковариация двух временных рядов, {xt} и {yt}, рассчитывается по формуле:
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Она характеризует взаимосвязи двух рядов во времени с различной величиной сдвига k. Кросс-ковариация не является симметричной по k, поэтому ее следует рассматривать и при положительных, и при отрицательных k.

Выборочная кросс-корреляция определяется как:
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